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1. INTRODUCTION ET NOTATIONS
Le theoreme de Tischler ([9]) dont il s'agit est Ie suivant: supposons
qu'un feuilletage §', de olasse Coo, de oodimension k, sur une variate
compaote V, puisse etre defini par k formes de Pfaff fermees Ul, ... , Uk
(lineairement independantes en ohaque point x de V); il existe alors une
fibration differentiable de V au-dessus du tore Tk, que l'on peut meme
choisir arbitrairement proche de §', en ce sens que les fibres de cette
fibration sont les varietes integrales de formes de Pfaff fermees (u~, ... , u~),
arbitrairement proches de (Ul, ... , Uk) pour la topologie Coo.
Nous nous proposons de generaliser ce resultat a certains "feuilletages
nilpotents", c'est-a-dire a des feuilletages deflnis par une I-forme w sur
la variete V, a coefficients dans une algebre de Lie nilpotente J (de
dimension finie), verifiant l'equation de Maurer-Carlan
dw+lw /\ w=O,
et de rang egal a dim J en tout point x de V. (Le resultat originel de
Tischler est evidemment relatif au cas ou l'algebre de Lie Jest aMlienne).
Pour simplifier (cf. remarque 5 du § 5), nous nous limiterons a la





(a, b, C En),
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On appellera en abrege%-feuilletage un tel feuilletage (de codimension 3).
C'est parce que la donnee de k formes de Pfaff fermees sur Vequivaut
it celle d'un morphisme d'algebre differentielles graduees du modele
minimal reel vII(Tk) de Tk (egal it l'algebre exterieure A('6k)* munie de
la differentielle d=O) dans I'algebre de de Rham .QbB(V), que le tore Tk
est la base des fibrations etudiees par Tischler dans le cas d'une algebre






0) (0 00) (0 0 1)o , B= 1 , 0= 0
o 000 000
Ia base naturelle de % et (u, v, w) la base duale de %*: des crochets
[A, B] =0, [A, 0]= [B, 0] =0, on deduit : du=dv=O et dw= -u 1\ v dans
l'algebre 0*(%) des cochaines scalaires sur %. Dire qu'une I-forme
ca= IX 0 A +P18) B +Y 0 0 sur V, acoefficients dans %, verifie I'equation
de Maurer-Cartan s'ecrit : dIX=dp=O, dy= -IX 1\ p: il revient done au
meme de dire que l'application u -+ IX, V -+ p, W -+ Y s'etend en un homo-
morphisme d'algebres differentielles graduees
0*(%)~ .QtB( V) encore note ro= (IX, p, y).





(a, b, C E '6),
et N z le sous-groupe discret des matrices de N a coefficients a, b, C eniiere,
l'inclusion naturelle 0*(%) 4 .QbB(N), qui identifie les cochaines sur %
aux formes differentielles sur N invariantes agauche, definit - par passage
aux quotients - un morphisme d'algebres differentielles graduees roo =
= (£XO, Po, yo) :
0*(%)~ DtB(Nz\N).
Puisque N est contractile, N z\N est un espace classifiant pour N z-
L'application (a, b, c) -+ (a, b) de N dans '62 definit, par passage aux
quotients, une fibration principale N z\N -+ Z2\'62= T2, de groupe struc-
tural Tl; ceci preuve en particulier que la variete N z\N (orientable, de
dimension 3) est compacte. Comme, en outre, yo est une forme de con-
nexion sur ce TLfibre principal, que les formes IXO et Po sont basiques,
et que la courbure de cette connexion est donnee par
dyo = - IXO 1\ po
la tMorie de la transgression (cf. par exemple [2]) permet d'affirmer que
roo: 0*(%) -+ Q'bB(Nz \N)
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induit un isomorphisme en cohomologie : c'est dire que C*(%) est le
modele minimal reel de Nz\N (cf. Sullivan [8]), et que cet espace est
done un bon candidat pour jouer, a. l'egard des %-feuilletages, un role
analogue a celui de Tk vis-a-vis des 'flk-feuilletages etudies par Tischler.
D'ou Ie
PROBLEME: Peut on "approcher" tout % -jeuilletage sur une variete
compacte V par une fibration differentiable (localement triviale) V -+ N z\N 1
Nous allons voir que la reponse est "non", en general (cf. theoremes I
et II). Toutefois, si w = (<X , {J , y) est une forme de Maurer-Cartan, les
relations d« = d{J = 0, dy = - <X /\ {J, montrent que les classes de cohomologie
[<X] et [.8] ont un cup-produit nul. S'il est alors possible d'approcher arbi-
trairement les classes de cohomologie [x] et [{J] dans Hl( V, '1\) par des
classes [<X'] et [In dans Hl(V,Q) telles que [<X'} [P']=O, Ie %-feuilletage
de Lie de codimension 3 defini par w = (lX, p, y) (avec <X /\ P/\ Y partout #-0)
peut etre alors "approche" arbitrairement, en un sens que nous preciserons
par une fibration Coo localement triviale V -+ N z\Z (theoreme III).
Nous donnerons enfin quelques eriteres permettant de realiser les
hypotheses du theorems III.
Les resultats de cet article ont ete annonces (sans demonstration)
dans [3].
2. EXEMPLES ET CONTRE-EXEMPLES
THEOREME 1. Il existe une variete V (compacte, orientable) possedant un
%-jeuilletage oF, et n 'admettant cependant aucune structure de fibre Coo
localement trivial au MaSUS de N z\N.
Notons en effet (81, 82, 83, (4) les formes de Pfaff fermees naturelles a.
periodes entieres, sur le tore T4, dont les classes de cohomologie [8,]
forment un systeme de generateurs de I'algebre libre H*(T4, Z) consideree
ici, puisqu'eIle est sans torsion, comme un sous-anneau de H*(T4, '8). Soit
L un entier :>2: PL(q) est un espace classifiant pour les fibrations prin-
cipales de groupe Tl et base T4. Notant Cl E H2(PL(q), Z) la elasse de
Chern du fibre canonique en droites complexes sur PL(q), il existe 2 appli-
cations differentiables hI, be , de T4 dans PL(q) telles que:
(hl)*(Cl) = [81 /\ 83 - (}2 /\ 84]
(~)*(cl)=[A.81/\ (}Z-(}3/\ (}4] (ou A. designe un entier >0).
Soit alors VA la variate compacte orientable de dimension 6 obtenue
comme espace total de 180 fibration prineipale p: VA -+ T4 de groupe struc-
tural T2, image reciproque par h = (hl , h2) de la fibration principals
canonique
179
Notons <X et pIes formes de Pfaff fermees sur VA egalcs a,
~ <X = p*(VA (h +(4)
~ P=p*(VA O2+ ( 3 ) .
Soit Q la 2-forme de Kaehler sur PL(Q): il existe une formo de connexion
1'} sur Ie TLfibre principal S2L+l~ PL(Q) de courbure d1'} = (qo)*(Q).
II est possible, d'autre part, a. condition que L soit assez grand (cf.
Narasiman et Ramanan [6]) de choisir les applications differentiables hI
et ~ de telle faeon que
~ (hl)*(Q)=Ol/\ 03-02 /\ 04
( (~)*(.Q) = A'01 /\ O2 - 03 /\ 04
(egalites entre formes differentielles).
Notant ht: VA ~ S2L+l les relevements de
(i=1,2),
et posant tpi=(h;)*(1'}), on a alors:
dlpl = P*(OI/\ 03 - O2 /\ (4)
et
Puisque
<X /\ P= p*(AOl /\ O2- Os /\ ( 4) +p*(VA (01 /\ Os - Oz /\ ( 4 )
on obtient: <X /\ P= - dy avec y = - (tpz +VAtpl)'
Puisque tp= (tpl' tp2) est une forme de connexion sur le T2 fibre principal
VA~ T4 tandis que les formes <X et Psont basiques et lineairement inde-
pendantes en ohaque point, on en deduit que <X /\ P/\ Y est partout =F 0
sur VA: W= (LX, P, y) definit done un %-feuilletage sur VA. Le theorems I
va alors resulter la partie (i) du
THEOREME II.
(i) Si VA ¢ Q, la variete VA n'admet aucune structure de fibre c~ localemeni
trivial au-deseu« de N z\N.
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(ii) Si V).. E Q, tout ,AI"-feuilletage 8Ur VA peut etre approche arbitrairement
par une fibration Coo localement triviale f: VA -+ N z\N au sens du
theor~me III ei-dessous.
Notons vitA 130 Q-3olgebre differentielle graduee egale a l'algebre exte-
rieure E(;1' ;2, ;3, e4, '1]1, '1]2), a 6 generateurs de degre 1, munie de lao
differentielle
d~,=O (i=I, ... ,4),
d'1]1 = ~1 /\ ~3 - ~2 /\ e4,
d'1]2=)..·e1/\ ~2-~3/\ e4
~
et .e, 130 B-algebre differentielle graduee vitA ®Qa.
LEMME 1. L'espace topologique sOU8-jacent a VA est nilpotent, et admet
vitA comme modele minimal rationnel. En outre, l'application
~,-+ p*((J,) (i= 1, ... , 4)
'1]1 -+ f[Jl
'1]2 -+ f[J2
definit un homomorphieme d'alg~bres diUerentielles graduees
induisant un isomorpbieme en cohomoloqie.
Ce lemme est une application immediate a VA de 130 theorie de Sullivan
[8] qui mime 130 construction du modele minimal sur celIe de la tour de
Postnikov de VA une fois observe que Tk=K(Zk, 1) et
COROLLAIRE
(i) H1( VA, Q) est de dimension 4, et (p*[(J,]h";''';;;4 en forme une base.
(ii) L'image du cup-produit H1(VA, Q) x Hl(VA, Q) -+ H2(VA, Q) est de
dimen8ion 4, et
en forme une base.
Identifions H1(V, Q) a Q4 (et H1(V, B) a B4) a l'aide de cette base;
supposant alors donne [.x'] = (a, b, c, d), eorivons que [/n = (x, y, z, t) satis-
fait a l'equation [.x']. [/1'] = O. On obtient Ie systeme lineaire homogene
de 4 equations a 4 inconnues:
l- bx + aY - M z + )..ct = o-cx-dy+az +bt =0-dx +at =0-cy+bz =0
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dont on remarquera qu'il admet D=a2-)'d2 et D' =b2 - ),C2 parmi ses
determinants d'ordre 2, et aD, bD, cD, dD, aD', bD', cD', dD' parmi ses
determinants d'ordre 3.
(i) Supposons d'abord IVA ¢ Q I. Raisonnons par l'absurde en suppo-
sant qu'il existe une fibration differentiable I: VA ~ N z \N. Posons
tx' = f*((Xo) et fl'= f*(flo): les formes (x' et fl' auraient alors des periodes
entieres (cf. [4]) dono en particulier rationnelles, et o' 1\ fl' =df*(yo): ainsi
[(X'] = (a, b, c, d) et [fl'] = (x, y, z, t) appartiendraient a Q4, et verifieraient
I'equation [(X']. [fl'] = O. En outre, tx' 1\ fl' serait partout non nul (puisqu'egal
a 1*(lXo 1\ flo)).
Montrons que ceci est impossible.
Tout d'abord [IX'] ne saurait etre nul, car sinon il existerait une fonction
0 00 u sur VA teIle que IX' =du; puisque VA est compacte, une teIle fonction
atteindrait son maximum et IX' s'annulerait en un tel point ce qui est
incompatible avec Ie fait que IX' 1\ fl' est partout i= 0 (De memo [fl'] *" 0).
Montrons de meme que les classes de cohomologie [IX'] et [fl'] ne sauraient
etre oolineaires: il existerait sinon un scalaire a et une fonction 0 00 u telle
que fl' = aa' -+ du; on en deduirait que IX' 1\ fl' = IX' 1\ du s'annulerait en tout
point ou u atteint son maximum, ce qui n'est pas possible non plus.
Puisque [IX']#O et puisque V), r# Q, D=a2-)'d2 et D' =b2- ),0 2 ne
sauraient etrc simultanement nuls. Supposons par exemple D # 0: l'un
au moins des 2 nombres a ou d serait non nul, done aussi 1'1 au moins
des determinants d'ordre trois aD ou.dD. Le systeme (~) serait done de
rang 3, et [fl'] serait neceasairement colineaire a [IX'], ce qui, nous 1'avons
vUJ est impossible. Si D = 0 et D' # 0, Ie raisonnement est analogue. Ceci
aoheve la demonstration de la partie (i) du theorerne II, done du theo-
rome I.
(ii) Supposons IVA. E QI. Un calcul elementaire sur Ie systeme (~)
montre que les points a coordonnees rationnelles du cone C(j des couples
([IX], [fl]) E (Hl(V, 13.))2 tels que [IX]' [fl] = 0 sont alors partout densos dans C(j.
Le theoreme III, ci-dessous, dont la demonstration n'utilise evidem-
ment pas les theoremes I et II, permet de conclure.
3. APPROXIMATION DES JV-FEUILLETAGES PAR UNE FIBRATION
THEOREME m. Soit V une variete 0 00 compacte connexe, et S;; un
JV-feuilletage de Lie sur V, defini par une forme de Maurer-Oartan
w = (IX, fl, y) a coefficients dans JV. S'il est possible d'approcher arbitrairement
[(X] et [fl] dans HI (V, '6) par des classes de cohomologie rationnelles [IX'] et
[fl'] dans HI( V, Q) telles que [IX']·[fl'] = 0, il existe alors une fibration 0 00
localement triviale V ~ N z\N dont lee fibres soient les varietes integrales
d'une autre forme de Maurer-Oarlan w' = (IX', fl', y') que l'on peut choisir
arbitrairement proche de w pour la topologie 0 00•
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Soient en effet IX' et fl' des formes de Pfaff fermees aperiodes rationnelles
de cIasse [IX'] et [fl'], et telles que [IX'] ' [fl'] = O. II existe done une forme
de Pfaff y~ t elle que IX' 1\ fl' = -dy~ .
LEl\IME 2. On peut choisir (IX', B', y~) arbitrairement proche de (IX, fl, y)
pour la topologie Coo.
Soient (A.t. ... , A.n ) des formes fermees sur Va periodes rationnelles telles
que ([/h], ... , [Ar]) forme une base de HI(V, Q) et identifions, grace a
cette base, HI(V, Q) aQn et HI(V, U) aUn. La forme ferrnee IX determine
alors n nombres reels (lXI, ••. , IX n ) ainsi qu'un I-cobord du tels que
IX= k-l IX1A.t+du. De meme, fl determine n nombres (flI, ... , pn) et un
l-cobord dv tels que fl= k-l ptA.t+dv.
Soient [IX'] --= (IX'!, ... , IX'n) et [P'] = (P'!' ..., fl'n) dans Qn arbitrairement
proches de [IX] et [fl] dans Un, et tels que [iX']·[P']=O. Les formes
IX' = k-l IX'tA.t+du et p' = k-l fl'tA.t+dv approohent alors arbitrairement
iX et p au sens Coo.
L'application bijective
-. {I-formes}d. {l 1 }-+ {2-cobords},
-cocyc es
obtenue a partir de la differentiation exterieure par passage aux quotients,
est d 'autre part un horneomorphisme, lorsqu'on munit l'espace de depart
de la topologie quotient deduite de la topologic Coo sur {l-formes], et
l'espace d'arrivee de Ill. topologie induite par la topologie Coo sur {2-formes}.
II suffit alors d'observer que la projection
{I-formes}{1- formes} -+ {I I }
-cocyc es
admet une section continue et que 0/ 1\ p' peut etre rendue arbitrairement
proche de oc 1\ fl. [Si la variere compacte Vest orientable, les I-formes
coexactes (relativement a une metrique riemannienne arbitraire) con-
stituent un supplementaire ferme de {I-formes fermees] dans {I-formes}].
Soit Xo un point de base de V et c: [0, 1] -+ V un laoet differentiable
par morceaux en xo. Puisque les formes IX' et fl' sont aperiodes rationnelles,
les nombres Ie a' et Ie p', qui ne dependent que de la elasse d'homotopie
[c] de c dans .7'l1( V, Xo), sont rationnels. Notons fe iX': [0, 1] -+ U 180 fonction
differentiable par morceaux t -+ Iet iX', ou ct : [0, t] -+ V designe la res-
triction de e a [0, t]. On sait que les integrales iterees de Chen
Ie y~ + Ie (fe IX' ).p' ne dependent que de [e] ([1], [4]). Notons
a: nl(V, xo) -+ 'a
l'application [e] -+ Ie y~+ Ie (fe IX' )P' et
i1: nl( V, xo) -+ 'a/Q
183
l'application obtenue en composant a avec l'application naturelle 'fl. --'>- 'fl./Q.
Notons h: :7tl(V, xo) --'>- Hl(V, Z) l'homomorphisme de Hurewicz.
LEMME 3.
(i) L'application a: :7tl( v, xo) --'>- '.8./Q est un homomorphisme de groupes.
(ii) a([c])=O chaque fois que h([c]) appartient a la torsion de Hl(V, Z).
On sait en effet, IX', p' et y~ etant fixees, que I'application
(
1 Sc IX' Sc y~+ Sc (tc IX')P')
P: [c]--,>- 0 1 ScP'
o 0 1
de :7tl(V, xo) dans N est un homomorphisme de groupes (cf. [1], [4]). On
en deduit en notant Cl' C2 le compose des 2 lacets Cl et C2:
a([Cl·C2]) = a([cl]) +a([c2]) +(h IX')· (S~ P')·
Les formes fermees IX' et P' ayant des periodes rationnelles, SCI IX' et SC2 P'
sont des nombres rationnels. La partie (i) du lemme en resulte, D'autre
part, puisque Ie noyau de l'homomorphisme h de Hurewicz est egal au
groupe des commutateurs de :7tl(V, xo) et que n/Q est abelien, il est clair
que a([c]) = 0 si h([c]) = O. Puisque le groupe 'fl./Q est divisible, on a dono
encore a([c])=O si h([c]) est un element de torsion. Ceci acheve la demon-
stration du lemme 3.
LEMME 4. Il existe une forme de Pfaff 1", arbitrairement proche de I'
pour la topologie 0 00, telle que
(i) dy' = -IX' 11 P'
(ii) pour tout lacet c en xo, differentiable par morceaux Sc 1" + Sc (fc IX')P'
80it un nombre rationnel.
II existe en effet un systeme de generateurs
([Cl], [C2], ... , [cn], [cn+1], ... , [cn+m])
de :7tl(V, xo) tel que (h([Cl]), ... , h([cn])) soit une base de la partie libre de
Hl(V, Z), tandis que, pour I.;;;;p<m, h([cn+p]) est nul ou est un element
de torsion. Soit (el, ... , en) arbitrairement petit dans n-. tel que, pour
1 <.q <.n, a([cq]) +eq soit rationnel. De l'isomorphisme
Hl(V, '13.)= Hom (Hl(V, Z), 'fl.)
on deduit l'existence de (<51, ... , <5n ) Enn tel que, pour I.;;;;q.;;;;n,
n
SCq ( ! <5'A.,)=eq
'-1
et <5= k-l <5'A., peut etre rendu arbitrairement petit pour Ia topologie 000 :
il suffit que (el' ... , en) soit suffisamment petit. Puisque SCn+l> <5=0 pour
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l<p<:m et que O'([cn+p]) EQ d'apres le lemme 3, la forme y'=y~+t5
repond aux conditions du lemme 4.
Notons Wi = (",', (3', 1") la forme de Maurer-Cartan a coefficients dans vt"
que 1'on vient de deflnir (d",'=O=d{3', dy'= -",' 1\ (3'). Puisque w' est
arbitrairement voisine de w pour Ia topologie 0 00, et puisque '" 1\ {3 1\ Y
est non nul en tout point x de V, on peut supposer qu'iI en est de meme
pour ",' 1\ (3' 1\ 1": w' definit dono un feuilletage ~'.
Pour achever la demonstration du theoreme, iI suffit de prouver Ie
LEMME 5. Le /euilletage ~' defini ci-deseue est une fibration
V~Nz\N.
Notons en effet v un entier, multiple commun aux denominateurs des
3·(n+m) nombres rationnels (prealablement ecrits sous forme de frac-
tions) :
SCaa", SCa{3', SCa1" + SCa(tca",'). {3'
(1<;;qo;;;;n+m).
P " , R" R' " 2 'osons '" =v·", , /-' =v'/-" I' =V '1'.
La forme w" = (",", (3", 1'''), a coefficients dans .AI", possede Ies proprietes
suivantes:
(i) c'est une forme de Maurer-Carlan,
(d","=O=d{3", dy"= -"," I\{J")
(ii) les 3(n+m) nombres
SCa«, SCa{3" et SCa1'''+ SCa(fca","){3"
(q= 1, ... , n+m) sont tous des entiers,
(iii) a" 1\ {J" 1\ 1''' est non nul en chaque point x de V, et le feuilletage
defini par w" est le meme, ,F', que celui defini par co',
Soit P~ V le revetement universel de V, Xo un point de base de V
au-dessus de Xo, et 1: P~ N 1'unique application 0 00 teIle que
~ !*(O)N= 7&*(w") ON designant la forme de Maurer-Carlan de N.
?!(xo) = IN (element neutre de N),
dont l'existence resulte seulement de l'equation de Maurer-Cartan (pro-
priete (i)). Identifiant Paun fibre principal de groupe structural mt]", xo),
on a, pour tout lacet c en xo, differentiable par morceaux, et pour tout
ZEP:
(
1 Sc "," Sc 1'''+ Sc (f "'''){3'')
!(Z'[C]-l)= 0 1 Sc{3" .f(z)
o 0 1
(cf. [4]). Puisque to utes Ies matrices ci-dessus appartiennent aNz (conse-
quence de la propriete (ii)), l'application 1: P~ N passe aux quotients
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et definit une application differentiable f: V -+ N z\N. Puisque f*(ON) =
=:rz*(w"), f*(wo)=w". Puisque to" est de rang 3 en tout point de V, fest
une submersion. Puisque les variet,es V et N z\N sont connexes et com-
pactes, cette submersion est necessairement une fibration. Puisque le
feuilletage ~' definit par to' est le meme que celui defini par to", il est
egal a. cette fibration.
Ceci achevo la demonstration du lemme 4 et du theoreme III.
4. CRITERESPOUR VERIFIER LES HYPOTHESES DU THEOREME ill
Notons CIf Ie cone dans (HI( V, '6))2 forme des couples ([(X], [,8]) tels que
[(X]-[,8]=O, et CIf'=CIf n (HI(V, Q))2 le sous-espace des points de rc a.
coordonnees rationnelles.
Notons n la dimension de HI( V, Q) (sur Q), et r la dimension de l'image
du cup-produit
HI( V, Q) X HI( V, Q) -+ H2(V, Q).
Pour tout eE HI( V, 11), notons e(e) le rang de l'application lineaire
eA': HI(V, 11) -+ H2(V, B)
(e(e)<: inf(r,n-1)).
THEOREME IV.
(i) Pour qu'un point ([(X], [,8]) de CIf puisse etre approche arbitrairement
par des points de CIf', il suffit que la fonction ~ -+ e(~) passe par un
maximum local pour e= [(X] ou pour e= [,8]: il en sera par exemple
ainsi si e([(X]) ou e([,8]) est egal a inf(r,n-1).
(ii) Il peut se produire que CIf' soit partout dense dans CIf: il en est par
exemple ainsi lorsque r < 1 ou n < 3.
REMARQUES:
La condition (i) est generique (c'est-a-dire verifiee par tous les points
([(X], [,8]) d'un ouvert partout dense de CIf.
La condition (ii) est une propriete cohomologique de V, independante
du JV -feuilletage w = ((X, ,8, y).
DEMONSTRATION: Soit (el, ... ,en) une base de HI(V,Q) et (1]1, ... ,1]r)
une base de l'image du cup-produit HI( V, Q) X HI( V, Q) -+ H2(V, Q).
Identifions HI(V, Q) a. Qn et HI(V, B) a. Bn grace a. la base (el, ... , en).
Notons Ati les nombres rationnels tels que ~,·ej= 2:-1 A:i1], .
Soit [(X'] = ((X'l, ... , (X'n) EBn et [,8']= (xl, ... , xn ) EBn un vecteur tel que
[(X']. [/1'] = 0: [,8'] est solution du systeme S((X'), de rang e((X'), a. r equations
et n inconnues:
"'" " jA~ (-1 ).£.,(X x 'i 8-, ... ,r .
•,i
Si [(X'] E Qn, les coefficients de S((X') sont rationnels. Pour approcher
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([<x], [.0]) dans ~ par un point ([<x'] , [.0']) de <'C', il suffit done d'approcher
arbitrairement Ie point [<x] de un par un point [<x'] de Qn tel que e(1X') =e(<x) ;
puisque Ia fonction e est semi-continue inferieurement, cela sera toujours
possible si e passe en [<x] par un maximum local , d 'ou la partie (i) du
theoreme.
Verifier que <'C' est partout dense dans <'C pour r < I ou n <; 3, est un
exercice de geometrie algebrique eIementaire, laisse au lecteur.
5. REMARQUES FINALES
1) Se donner une forme de Maurer-Cartan w sur V a coefficients dans
,AI equivaut a se donner un morphisme, encore note w, de '6-algebres
differentielles graduees
(JtNZ\N) Q9Q n~ .Qim( V)
on JtNz\N designe Ie modele minimal (rationnel) de N z \N et .Q'bR( V)
I'algebre de de Rham sur V. Notons Jty Ie modele minimal rationnel de
l'espace topologique sous-jacent a V. D'apres Sullivan, il existe un quasi-
isomorphisme
e: Jly ® u -+ .Q1JB(V).
Q
Le morphisme w
se releve toujours, a homotopie pres, en un morphisme OJ entre modeles
minimaux reels. Chercher une application differentiable I: V -+ N z\N
telle que 1*(wo) = w consiste en particulier a realiser OJ par une (classe
d 'homotopie d') application continue. Pour que ceci soit possible, il est
deja necessaire que cO soit l'extension reelle d'un morphisme JtNZ\N -+ Jtv
entre modeles minimaux rationnels: tel n'est pas Ie cas en general; par
contre, Ie fait que les integrales fe a", fe fJ', feY' + fe (=J 1X ' )fJ' soient des
nombres rationnels exprime precisernent cette propriete pour w' (cf. de-
monstration du theoremo III). Supposant l'espace topologique sous-jacent
a v nilpotent, ceci n' entraine que la possibilite de realiser w' par une
classe d 'homotopie d'application IQ: VQ -+ (Nz\ N )Q entre les espaees
localises , et une teIle application IQ n'est en general pas la Iocalisee d 'une
application f: V -+ N z\ N: c'est en particulier pour y remedier qu 'il a
fallu encore modifier w' en w".
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2) Le modele minimal (rationnel) "'//1 de Vl est l'algebre O*(fl, Q)
des cochaines sur 180 Q-algebre de Lie nilpotente fl de dimension 6 et
base (AI, A 2, A 3 , A 4 , B 1 , B2) avec comme crochets:
[AI, A 2]= -A.B2 [A3 , A 4]=B2
[AI, A s] = -B1 = -[A2, A 4]
[AI, A 4] = [A2, As] = [Ac, B r ] = [B1, B 2] = o.
Les '6-algebres de Lie fl @Q '6 sont toutes isomorphes. Si VA.I", E Q,
fl et fp sont isomorphes, et par consequent Vl et VI' ont meme type
d'homotopie rationnelle. La demonstration du theoreme II prouve, par
contre, que si VA. E Q et V", ¢ Q, les varietes V1 et VI' n'ont pas meme
type d'homotopie rationnelle, bien qu'ayant meme modele minimal reel.
Ceci est encore vrai s'il n'existe un nombre premier p tel que VA. E Qp et
V", ¢ Qp (Qp designant Ie corps des nombres p-adiques).
3) Les algebres de Lie fl ont ete etudiees par J. Scheuneman [7].
Elles fournissent des exemples d'algebres de Lie non isomorphes sur Q,
qui deviennent iaomorphes sur R. Malcev avait deja donne dans [5]
l'exemple d'un phenomene analogue avec des algebres de Lie rationnelles
nilpotentes £, egalement de dimension 6, mais verifiant [£, [£, £]] *O.
4) Les varietea V1 sont des "nil-varietes'": elles sont espace classifiant
Vl=BFl pour un certain groupe discret unipotent FA: tous les groupes
FA ont des completions de Malcev reelles G1 isomorphes (groupe de Lie
contractile d'algebre de Lie fl @Q '6), tandis que les completions de
Malcev rationnelles de FA et Fp ne sont isomorphes que si fl et f I' Ie
sont. On peut alors realiser Ie groupe N comme sous-groupe distingue de
G1 de telle sorte que Ie quotient reste isomorphe aN: N <l G1 -+ G11N ,..,.., N.
Le feuilletage de Gl ainsi defini par les classes a droite de N, est done un
JV-feuilletage invariant a gauche, et definissant encore par consequent
un JV-feuilletage sur V1= FA\Gl. Le feuilletage .fF defini sur Vl au debut
du § 2 est de ce type.
Plus preeisement, on prend pour Gl 180 variete des points
avec 180 loi de groupe:
(xc, x,,)(X;, Y;) = (x;, y:) I <i <; 4
I<lX<2
ou
l X; = Xc + x~ (I<i<4)11 , , ,yl =YI +Yl +X3Xl+X2X,y; = y2+ y~ + X3X~ + Ax2X~
et pour FA Ie sous-groupe discret uniforme de Gl forme des (Xc, y,,) E Z6.
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La suite exacte naturelle de groupes
1~ 1\.2 ~ G;. ~ 1\.4~ 1
definit, par passage aux quotients modulo Ts, Ia fibration prinoipale
du § 2:
pT2 ---~) V;. ---~) T4
II II
Z2\'62 n\GJ.
a (b, a, - VA. a, - VA. b, - 2VA. c, 2A.c)
On realise alors N comme sous-groupe distingue de GJ. en identifiant
(H D
et l'on verifie sans peine que Ie groupe de Lie quotient G;.fN est encore
isomorphe a N, le .AI-feuilletage de Lie sur GJ. dont les feuilles sont les
classes a droites modulo N etant defini par les formes:
l~=VA. dXl+ dX4~=VA. dX2 +dxay= - VA. dYl+VA.(xadxl +x2dx4) - dY2 +A. X~Xl +XadX4'
5) Le theorems III pourrait se generaliser en remplaeant .AI par
n'importe quelle algebre de Lie nilpotente ,f, pourvu que oelle-ci admette
une base rationnelle (done aussi une base entiere), ce qui n'est pas toujours
Ie cas (cf. Malcev [5] ainsi que Scheuneman [7]). La condition d'approxi-
mation rationnelle du cup-produit nul doit etre alors remplaeee par une
condition analogue sur les produits de Massey (d'ordre croissant avec
l'indice de nilpotence de ,f).
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